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Erzwungene Schwingung, Dampfung und Resonanz

Wo kommt die Differentialgleichung her?

Eine harmonische Schwingung wird erzeugt durch eine Kraft —kx (Federkonstante k > 0, Auslenkung x), woraus mit dem
Newtonschen Gesetz die DGL m¥ = —kx folgt. Wir betrachten zusatzlich eine Reibungs-/Dampfungskraft, die proportional
zur Geschwindigkeit x und der Geschwindigkeit entgegengerichtet sein soll, also —cx mit einer Konstanten ¢ > 0. Somit folgt

mx = —kx — cx.
Aufderdem wollen wir nun noch eine duf3ere Kraft betrachten, die die Schwingung antreibt. Als Beispiel untersuchen wir das
Schwingungsverhalten unseres Systems unter einer dufleren Kraft der Form Fe“¥ (mit Realteil F cos Qt und der Einfachheit
halber F,Q > 0). Ein Beispiel ware ein Federpendel mit einer geladenen Kugel, an das ein zeitlich mit der Frequenz ()
oszillierendes, raumlich homogenes elektrisches Feld angelegt wird. Alles in Allem haben wir somit

m¥=—kx—cx+Fe™ o mi+ci+kx=Fe™ o i+2yx+wix=fe'

Im letzten Schritt wurde die Gleichung durch m dividiert und neue Konstanten w? :=k/m, y :=c/2m und f = F/m
eingefiihrt, die die Notation vereinfachen. Die Differentialgleichung ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung.

Homogene Losung

Die Gesamtlosung der DGL ist die Summe aus der homogenen Lésung x;, und der partikuldren Losung x,,.

Nach dem Standardrezept fiir solche DGLs bestimmen wir zunichst die homogene Losung mit dem Standardansatz x;, ~ e*t.

Einsetzen in die homogene DGL (d. h. ohne den Term fe“¥) ergibt

Ateovt
2e?t 4 2ydet + wiett =0 °S P+2yd+wi=0 & A=-y+ ’yz—wg =—y+i /wé—yz.
=W

Die homogene Losung hat somit die Form
xp, = e V¢ (AeWt + Be~WD),

Aus e*™ = cosx =+ i sinx folgt, dass Re e*™* und Im e*"* € [—1, 1] sind. Fiir t — oo geht x,, wegen dem e~"-Faktor also
gegen null. Wenn man nur lange genug wartet, verschwindet also die homogene Losung und es geniigt dann, nur noch die
partikuldre Losung zu betrachten; dies wollen wir im Folgenden tun (d. h. wir betrachten nur Zeiten t, die so grof3 sind, dass

xp = 0).

Partikulare Losung

Der Standardansatz fiir eine partikulire Losung bei einer Inhomogenitit fe®t ist Xp = Ce¥_ Einsetzen in die gesamte DGL

ergibt
. . ) ) eltzovt
—Q%Ce' + 2yiQCe™ + w2Ce™M = feif¥t = C(-Q*+2yiQ+wd)=f
c f f w3 — 0% - 2yiQ w3 — Q% - 2yiQ
=N

B w§ — 02 + 2yiQ - wé — Q% + 2yiQ w? — Q2 — 2yiQ = (w2 — 02)? + 47202

=1
Unsere Losung hat also die Form

wZ — 02 = 2yiQ
(wZ — 02)2 + 47202

iat

xXp=f

Um die physikalische Losung zu analysieren, konnten wir nun den Realteil hiervon berechnen. Es geht aber weitaus
geschickter: Wir kénnen unser C - wie jede komplexe Zahl - als C = |C|e’? schreiben, wobei ¢ natiirlicherweise von C
abhdngt. Dann bekommen wir

X, = |C|eiﬂt+i<p_
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Da |C| (und @) natiirlich reell ist, knnen wir hiervon sehr viel einfacher den Realteil bilden: Wir sehen sofort, dass |C| die
Amplitude der Schwingung ist und ¢ die Phasenverschiebung zwischen Schwingung und Antrieb.

Natiirlich miissen wir Betrag |C| und Phase ¢ nun auch noch ausrechnen. Kiimmern wir uns als erstes um den Betrag.

Betrag von C
ALLGEMEINE FORM:

Den Betrag einer komplexen Zahl erhilt man tber |z| = VRe? z 4+ Im? z. Also folgt

wi — 02 = 2yiQ w3 — Q% — 2yiQ| (wg — Q?)2 + (—2yQ)?
0 )4 0 )4 _ 0 14 _

C = = = =
cl=r (wE — Q?)2 + 4y2()2 f (wi — 0?)2 + 4y2Q? (0 — Q?)2 + 4y2(?2 J(@? =027 + 4202

RESONANZFALL:

Die Resonanzfrequenz ist diejenige Frequenz , zu der sich die maximale Auslenkung x,, bzw. Amplitude |C| erzielen ldsst.
Ein Maximum berechnet man iiber die Ableitung:

alcl 1 f
00 2((wg —02)2 + 4y202)3/2

! Q+0 1
= —4(w3 —0H)Q+8y20=0 S Q= |wi—2y2=:Q,.

Man beachte, dass die Resonanzfrequenz nur fiir eine verschwindende Dampfung y = 0 der Eigenfrequenz w, entspricht; in
diesem Fall divergiert die Amplitude |C(Q)] fiir Q - Q, = w,. Fiir endliche Dampfungen hingegen divergiert die Amplitude
nicht, sie hat ein endliches Maximum.

(—4(w? — 02)Q + 8y2Q) = 0

Man beachte aufRerdem, dass es dieses Maximum fiir starke Dampfungen 2y? > w2 nicht gibt, da die Wurzel hier imaginir
wird; in diesem Fall bleibt als einziges Maximum € = 0 iibrig.

Phase von C

ALLGEMEINE FORM:
Nun zur Phase: Wir nehmen an, dass wg, Q > 0 sind. Da auch y > 0 ist, folgt offensichtlich Im € < 0 und
ReC >0 fir wy>Q sowie ReC <0 fir wy<Q

Fir den Fall w, > Q befindet sich C im vierten Quadranten der komplexen Ebene, ¢ ist der Winkel zur Realteilachse, der
also von der Realteilachse nach unten geht.! Solch ein ¢ sei negativ.

fImC
I el/] ReC
P B
» C .
\/ ™
= fiirwy < Q = C
fir wg > Q

1 Unsere Schreibweise von C als |C|e!? entspricht genaugenommen nicht der Polardarstellung von komplexen Zahlen, da dort das
Argument ¢ per Definition auf ¢ € [0, 27) beschrinkt ist. Wir hingegen verstehen ¢ aber als Phasenverschiebung bzgl. der antreibenden
Kraft; die partikuldre Losung lautet

xp = CeiQt — |C|€i(ﬂt+(p).

Die Auslenkung des Systems gemaf der partikuliren Lésung ist also um ¢ bzgl. der externen Kraft Fe'* phasenverschoben. Physikalisch
ist klar, dass Auslenkung der antreibenden Kraft nicht vorrauseilen kann, sondern nur hinterherhinken. Somit ist klar, dass die

Phasenverschiebung ¢ negativ sein muss.
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Somit folgt

-0 . [ImC| . 2yQ
f— = — —_— _—
Wy 1) arctan IReC| arctan oZ =2

Fiir den Fall wy < Q befindet sich C im dritten Quadranten der komplexen Ebene. Somit gilt

/i |[Re C| i) 0% — w3
wy <) = ¢@= —E—arctanmz —E—arctanzyiQ

RESONANZFALL:

Fiir den Resonanzfall haben wir oben gesehen, dass Q = Q. = \/wZ — 2y? < w, gilt. Setzen wir dieses (1 in die obige Formel
fiir ¢ im Fall w, > Q ein, erhalten wir

Fiir eine verschwindende Dampfung y — 0 folgt somit ¢ - —arctanco = —1/2.
GRENZFALLE JENSEITS DES RESONANZFALLS:

Solange w3 > 2y? ist, gibt es einen Resonanzpeak, da dann Q, € R. Was passiert in diesem Fall fiir die Grenzfille der
Anregungsfrequenz Q — 0 und Q — o0?

2yQ
-0 = O<w, = <p=—arctan+2—>—arctan0=0,
wi — Q
Q Q> T arctan o LT et
— 0 = - = ——— —_— 0 = —TT.
Wy ) > arctan 270 > arctan T

Fiir sehr kleine Anregungsfrequenzen schwingt das System also mit der Anregung in Phase, fiir sehr grofie
Anregungsfrequenzen gegenphasig.
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